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Ueber die Irreductibilit~t algebraischer Functionalgleichungen 
und linearer Differentialgleichungen. 
Yon 
L~.o KO~U~S~E~R in Heidelberg. 
Eine algebraische Gleichung yon der Fern 
(1) ~o(X- ,~)~+~l(x-~)y . - l+. . .+~._ l (x -~)y+~.(x-~)  ~ o, 
worin die Coefiicienten endliche oder unendliche convergente Potenzreihen 
yon x -  a bedeuten, ffir welche p0(0), p , (0) , . . ,  p._l(0), p.(0) nicht 
s~mmtlieh versehwinden~ kann stets dutch Multiplication mit einer posi~iven 
ganzzahligen Potenz yon x -  a auf die Normalform gebracht werden 
(~) (x-,O"~o(X-~,)~' + (x_,) . - l$1(x_~)y.-~ +. .  
9 . + (x-~)~._,~(x-~)y + ~.(~-~)  -~ o, 
in welcher ~o, . . .  ~,  wiederum Reihen yon demselben Chara~er sind, 
die nich~ s~mmtlich ffir x ~ a den Wer~h Null annehmen. 
Wir werden nun die Gleichung (2) in der Umgebung yon x ~ 
in'eductibel nennen, wenn sie mit keiner Gleichung niederen Grades 
(3) (~-~),~o(X-~)y, + (x-~),-, ~(~-~)y,-,  +. .  
9 . + (~-  ~) ~,_~(x -  ~) y + ~(x -  ~) = o, 
deren Coeffieien~en denselben Charakter haben, in der Umgebung yon 
eine Liisung gemein hat, so dass, wenn die Gleichung (2) in dem au- 
gegebenen Sinne reduetibel ist, wie ~n~ittelbar zu erkennen, die in y 
identische Gleiehung bestehen muss 
(4) (~--a)"~~ ~ + (~- -a ) ' -~(x - -a )y" -~ +. .  
9 . + (~--~) ~-~(~--~)Y + $~(~--~) 
=- { (x--~),~o(X--~)y~ +. . .  + (x - - ,O~,_ , (x - -~)  + ~,(x- -~)} 
worin die ~o, ~1, . . - ,  ~--~ wiederum Reihen-yon demselben Charakter 
bedeuten, die ffir x ~ a nicht s~mmtlich verschwinden. 
~ath~matische Annalon. LII I  
Zun~ehst msg mit Rfieksicht auf die sp~teren Resultate fiir lineare 
Different~s~gleichungen hervorgehohen werden, class die Substitution 
Y - -  (x-- ~)e--~ ' 
wenu #eine beliebige positive gauze Zahl bedeutet, die beiden Gleichungen 
und 
(~--a)"  $o(x--~) v* + (=-~)('-"~ (x- -~)v ~-' +- .  
9 -+  (=--~)*$.-~(~--~) v + $.(~--~) ---- o 
(~--~)" $o(~--~,) v"+ (~---)'-~  (x - , )  ~-, +. .  
9 . + ( , -~,) $ . _ , ( , - , )  + $ . (x - - , )  - o 
zugleich irreduetibel und reduetibel werden ~sst, und es sell n.-me~r 
m~t~mcht werda~ unter welchen Bedingungen die a~gebrsisohe (Heiehung 
.. + (~-~)~+".-~ $ _~(x- ~)y + (x -~)  ~. ~. (=-~)  ~- o, 
ixre~ctibel ist, wobei wit bemerken wollen, dabs wit unJ zaxr Unter- 
suchung einer Methods bedienen, die sieh nicht wesenttich yon dot frflher 
yon mir zur Ausdehnung des E isenste in 'schen Sstzes benutzten unter- 
scheidet, die abet gersde in dieser Form auf die Festst~lung der Irre- 
ductibilitiit linearer Ditferentis~gleichungen fibertrsgbsr i~t~*) 
Da, worm die Gleichung (5) reductibel ist, sine in y i ~ " t ~  
9 ioh;mg ,~ohen muss 
o) Der ex~e yon Eisenetein h~ende S~t~ fiber die Irreductibili~t gewisser 
9 ~r~echer  Za~engleichungen sowie die weitere, yon mix dureh funct/onentheoretische 
~djmehtunsen harge I~n Sgtze lassen sich, wie man aus dora Obigen ohne weitere 
8ek~erigk~ten-~ke~ !uehauf Oleichungen ausdehnen, deren Coeflicienten transcen- 
~ '~,  gallon u~nd,-~i'~if.'o~ z. B . . . . .  iL~lb~r dot Satz, dsss eine Gleichung yon 
aok~0m 
,',~'t goO)d'+ d~)~ a~O)z~'-t + . . -  + ~ ' t  e~ (0~ + g. (.) -- o, 
in Welcher  eine beliebis~ t i+e  ganze Zahl.. eine tr~mscendente Zah], 
go(~), g , (O ,  9  9  g, ,(O 
8mi~e Funetionen yon m daratellen, deren Coefilcienten a J~eb~e Zahlen slnd und 
go(~), g,,(m) nicht den F~tor ~ h~ber~ in dem Sinne irreduetibel kt, dau sit mit 
keiner Gl~iahung niederen Gr~-de~en CS~ten  ebonf~ ganze Functionen alex 
tranacendenten Zald ~ mlt a~bmisc~n :Coefli~ienten li d, eine LSsu~g gemein ha~. 
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(6) (~-~)'~-,,O[~o(O) + (*- , , )W(o) +- . . ]y  
+ (x--~)~-*+,,[~,(o) + (x-~)W(o) +--.Iv,-* + . ,  
9 . + (x-~) *+,*.-* [~(o)  + (x-~)~,'__,(o)+...Iv 
+ (0.-.)'- [~.(o) + (x-.) ~i(o) +...] 
= {(x-- ,) , [~(o) + (~-- , )W(o) +...]~" 
+ (x--,),-,[~,(o) + (x--~)W(o) +.-.Ivy-* +. .  
.. + (,--~)[~,_,(o) + (x--~)~;_~(o) +. . . Iv  
+ ~, (o) + ( , - , )~;(o)  + . . .  } 
• { (x--~)---.[~o(o) + (, - -~)~o'(O)+..  ,Iv.-, 
+ (~--~),-,--,[m~(o)+ (,--~)m~'(o) +...]v'-- '- '  +. .  
.. + (,-,)[m,_~_@)+ (,-~)m.~_~,(o) +. . . ]y  
+ ~_,(o) + (x--~)~,/_,(o) + . . .  I, 
worin 
~o(O), ~ (o),..., ~.-i (o), ~ (o) 
yon Null verschieden, und yon den Z~hlen go, ~,, g2~ 9 9 9 &t~-1, &t. mindestens 
eine gleich Null ist, so wird die Substitution 
Y~X--@ 
die in ~ identisehe Gleichung 
(7) (~-~).~ +.(,- - , )  W(o) +. . . ]  ~" 
+ ( ,~) , ,  [~(o) + (,--~)W.(o) +- ,  ,],e-~ +. .  
.. + (, ,)~--, [~._,(o) + (~--~)~;_i{o) +, .  ;];, 
' 0 + (x-~)"~[~,(o) + (x -~)~( )  +. . ]  
-- { [~o(O) + (x--~)W(o) +.. . ] ,e 
+ [~, (o) + (x--~)W(o) +...],e-~ +. .  
9 . + [~,_,(o) + (x--~)~;_,(o) + . . . ]  
+ ~,(o) + (x--~)~',(o) + . . .  } 
x {[mo(O) + (x-~)mo'(o) +.. . ]~,- ,  
+ imp(o) + (x-~)%'(o) +...] , ,~-,-~-.. .  
9 . + [m~_,_,(o) + (~--~) m;_,_~(o) +. . . ] , ,  
+ m.~_,(o) + (x-~)m~_~(o) +. . .  } 
ergeben. 
Sei nun &t~ ~ O, &to, &tl, 9 9 ",./~,~--1 ~ 1, so liefert die Vergleichung der 
Coefficienten yon (x~a) ~ auf beiden Seiten der Gleichung die Beziehung 
(~ (o),,, + ~ (o),e-~ +... + ~,_~ (o),~ + ~, (o)) 
x (mo(O),~---,+%(o),e-~-~+...+m~_~_~(o),~+m~_,(o)): ~,(o), 
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worsus sich 
~o(O)=C~(O) . . . . .  ~._~(0) ---- O, ~o(0)=~(0)  . . . . .  ~ .~_ , (0 )  = O, 
~, (o ) .  ~ ._ , (o )  = ~.(o), 
also ~, (0)  und ~R~_,(O) yon Null verschieden ergiebt, da ~, (0)  nicht 
Null is~; da aber dann der Coefficient yon (x~a)  x auf der rechten Seite 
yon (7) lautet 
~,(o)(~o'(O)~ --~ + ~'(o)~--,-~ +... + ~_~(o)) 
f + ~,_,(o)(~o (o)~ + ~1'(o)~'-' +--. + ~;(o)), 
wi~hrend der Coefficient auf dot linken Seite~ wenn #o ~ 1 angenommen 
wird, eine ganze Function n *~ Grades yon u ist, so isl die Unm(iglichkeit 
des Bestehens der Gleiehun~ (7) nachgewiesen, und damit der Satz he'r- 
geleitet, 
dass e~ne algebraische Gleichung der Form 
(8) (x-~) ~'+I ~o(X- ~) ~' + (~--~)~(~-1)+~' ~(x -  ~) ~'-' 
+ (~-~)~('-'~' ,@--~)~-~ + ... + (x-~)~+~--'$,-, @-~)~ 
+ ~,(x-~) ---- o, 
in wdcher ~ eine beliebige positive ganze Zahl, ~1, l~,, 9 9 9 ~,~-1 >= 1 und 
~o(O), ~(o),...  $~(o) re. ~u versch~ s~d, ~ d.m o~,~n 
Sinne irreductibel ist. 
Sei wiederum g. ~ O, aber #o ~ 2.~ ~,  ~,  . . .  ~._~ > 2, so wird 
sieh dutch Yergleiehung der Coeffieienten yon (x--a)* in der (Beichn~g (7) 
~,~o)(~o'(o)~--, + ~'(o)~ --~-~ +..-. + ~t,%,(o~) 
+ ~,_,(o) (~'(o)~, + ~'(o)~,-~ +. + ~,'(o)) -- ~(0) 
ergeben; ist~ nun n - -  ~ > % so folg~ !Ro'(O ) ~--- O~ is~ n - -  v < ~, so ist 
15o'(0 ) -----O, jedenfalls wird der Coefficient yon (x - -a )  * auf der rechten 
Seite yon (7) 
~0) (~" (o )~ + ~,"(o)~--,-, +. . .  + ~:,(o)) 
+ ~ ~,_~(o) (~;'(o)~, + ~"(o)~ -, +. . .  + ~"(o)) 
+ (~o'(O)~" + ~'(o)~-~ +. . .  + ~,'(o)) 
x (~o'(o)~--- + ~'(o)~--,-, +. . .  + ~_,(o)) 
h~chs~ens veto n~ 1 ~ Grade in z sein, w~hrend die linlre Sei~e, ds 
~o---- ~ ist, in dem Coefficien~en die Potenz ~* en~r f l t -  nur wenn 
n -  v------% also n eine gerade Zahl ist, kann die UnmSglichkeit der 
Zer le~ nieht geschlossen werden, und wit linden somit, 
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dass sine algebraische Gleichung unpaaren Grades yon d2r Form 
(9) (x-~)e"+~o(x-~)y" + (x-~)~(--1)+~, l (x--~) v--~ 
+ (x--~) ~("-~)+~' ~(x-- ,)  v"-~ +... + (x--~)~ +~--, ~,_, (x--~) v 
+ ~. (x -~)  = o, 
"in welcher 0 wieder irgend eine positive game Zahl, ~1, ~,  . , .  ~.-1 ~ 2 
und ~o(0), ~1(0) , . . .  ~.(0) yon Null verschieden sind, in dem angegebenen 
Sinne irreduct:7)d ist; ist der Grad n ]edoch ein paarer, so kann eine Zer- 
legung nwr in zwei Factoren veto ~ ~ Grade stat~nden, wenn die Gleichung 
iiberhaupt reduet~l.ist: 
Maa sioh~.~ dkss m~h auf dlesom Wege eine wei~ore Reihe yon 
~ l~. i~tgtscr i~er ie ix  herleiten kann, doch kam es mir bier nut daraus 
.::.a~=~Ii~,:-ffir die linearen Differen%ialgleichmagen anzuwendende Me*bode 
vorzabereitoa. 
Es ergieb~ sich zugleich unmittelbar, dass man diese Siitze auch aus 
den yon mir in meiner Arbeit ,,Ueber den Eisens~ein'schen Satz yon 
der Irredue~ibilitit~ algebraischer GleichungeW ~*) angegebenen func%ionen- 
theoretischen Methoden herleiten kann, da z.B. die En~wicklung der 
Liisungen der Gleichung (8) in der Umgebung des Punktes a die Form hal 
7~n--1 --I?n 7-~.+1 
v- -ao(x -~)  - +a~(x - -~)"  +a , (~- -~)  " +.- . ,  
mad man s0mit dutch n.-malige Umkreisung des Punktes u zu allen 
Zweigen der dutch die Gleichung (8) in der Umgebung yon u definil4en 
Function y gelangen kann. 
Im Anschluss an die eben erwi~hnte auf der Entwieklung der Func- 
tionen beruhende Beweisar~ der Irreductibilitg~ wollen wir noch, bevor 
wir zur Ausdehnung der friiheren S~i~ze auf die Bes~immung der Form 
irreduetibler Differentialgleichungen fibergehen~ einige allgemeine Bemer- 
kungen fiber die (}estalt einer algebraischen Oleichung mit in bes~immten 
R~iumen eindeutigen, endlichen und stetigen Coefficien~en hinzufiigen, fiir 
welche in der Umgebnng eines mehffachen Punktes die Zahl der Cyklen~ 
die Anzahl der Elemente eines jeden Cyklus und die Exponenten der 
Anfangsglieder dot En~-wieklung egeben sind, Untersuchungen, die filr 
den Fall ga~zer Funclionen als Coefficien~en i ihxen Resul~a~en i meiner 
Arbei~ ,Ueber die Entwicklungsform der algebraisehen Funclionen und 
die Irreduclibilitii~ algebraischer Gleichungen"**) veriiffentlicht wurden. 
*) Journsl ~s Msthematik B. 115, H. 1. 
**) Sitzungsberichte d r Berliner Akaclemie, November 1898. 
der Resultate rscheint ira Journal fiir Mathematik B. 121, ]:[. 4. 
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Sei die Gleichung 
(10) fo(x)y" + f,(x)Y "-1 - [ - . . .  + f._l(x)y Jr- f,,(x) = 0 
vorgelegt~ deren Coefficienten sgmmtlich innerhalb eines yon einer ge- 
schlossenen Curve c begrenzten einfach zusammenhii~genden Raumes T 
endiich~ eindeutig und stetig sind~ so kann zuniichst durch die Substitution 
Z 
Y ---- fo (x) 
die (]leichung (10), wenn z wieder dutch y ersetzt wird, in die Form 
(12) y, + + y,-, + . . .  + P,_l(x) y + = o 
gebracht werden~ in welcher y fiir keinen innerhalb des Raumes T gelegenen 
P , ,~  unondJich gross ~i~d, und Fl(x), ~, (x) , . . .  F,(x) wieder i=erh~b 
desselben Raumes eindeutig, endlich und stetig sind, sich also bekanntlich, 
wenn man den Raum T auf dem Einhoitskreiso in der ~-Ebene vermSge 
der eindeutigen Fuiictionen 
(12) x --~ ~p(~), ~ = ~b(x) 
abbildet, innerhalb dieses Raumes in nach positiven, steigenden, ga, zen 
Potenzen yon ~p(x) for~sehreitende Relben entwickeln lassen.*) Sucht 
man nun die x-Wel~he, welche mehrfache Punt~e yon y sind, so werden 
dieselben die LSsungen der durch Elimination yon y zwischen (21) und 
der nach y genommenen Ableihmg derselben 
~(13) ny"-' -Jr- (n--1)Fl(x)Y "-~ -{-"" "-]- .F._l(x) ~- 0 
erhaltenen Gleichung 
= o 
S~. ,  wor in  )~(x) die wiedenun im Raume T endiiche, stetige und ein- 
~gl]~is~r;~i,~ute der 01elchung (11) darsteUt. Diese {~leichung kaun 
nun ~eino da.~(e~e odor unendliche hnzahl yon L~sungen bositzen; im 
erst~ren Fa[l~ ~rird den mehffachen x-Punkten im T-Raume auch due 
~ndli'cho h-z~l zug~h~riger y-Werthe~ yon denen die unter einander var- 
sChieledaen ~!~z  # ,.: ~ ~ bezeichnet werden mSgen, entspreohen, im 
|etz~eren Fal'Je.iwbri~n.:;die~'~u~llwerthe yon A(x) sich in ;miner wachsender 
die NulIWertho~ vo~ A(qo(~))im Innern des Einheitskreises in endiichon 
Distanz~n ~von .einan~er liegcn und in immer zunehmender A nzaltl sich 
Oi~em. Punk~im~f .do~o~ph~r  diesos Kreises nghern~ da sonst im Innern 
*) FOx clio wirklicho Aushlhta!ag wird sich besser die noue~i~ yon Mittag - 
Leffler gogobeno woseaC~che 'A~otmung de~jenigen Veff~k-mm ~d@aen, welches 
Weierstrass.'z~r .For~tz~ ~zet': F.notion aus einem Eiemonha dor~elbon an- 
egeben hat. 
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dieses Raumes eine wesentliche Discontinuitiit der nach gauzen positiven 
Potenzen yon ~p(x) fortschrei~enden convergenten Entwicldung yon A(X) 
sich ergeben wiirde. Die verschiedenen der diesen unendlich vielen LSsungen 
der Discriminante ntspreqhenden Werthe yon y werden sich nach der 
Griisse ihrer Moduln geordnet in die Folge bringen lassen ~z, ~s, ~8,--., 
worin (ya)~=| gegen Unendlich zunimmt, da die Discriminante also auch 
einer der Coefficienten der Gleichung (11) in dem Punlr~e des Randes yon 
T, gegen den sich die unendlich vielen Nullwer~he der Discriminante 
zusammendr~ngen, ine wesentliche Discontinuitiit besitzt. Ist nun die 
Zahl d.er ~-Wer~he ine endliche 0, so kann man eine ganze Function 
Q~n Grades mi~.con~antefi Coef i lc ienten 
(15) ~ = a~ +!a~y + a/~' + . .  : + aeye: 
t i~i~h~n.,  w~tche fiir y ~ ~h, ~, - - .  Ye versohwmd~t~ und ebenso liisst 
i~iCh bekanntlich~ wenn rood. ~+~ ~ rood. ~a und lira ~a ----- oo ist, eine in 
der ganzen y-Ebene convergente Maclaur in 'sche Reihe 
(16) z --~ a o ..~ a,y  .~ a ,y '  --{-. . .  
herstellen, deren Nullwer~he die si~mm~lichen Werthe 7z, ~J, ~s, . . -  und 
keine andem sin& Bfldet man nun aus (15) oder (16), indem man Ffir y 
die innerhalb des Raumes T definirten n Zweige der dutch die Glelchung 
(11) gegebenen Function setzt~ die Potenzsummen der zugeh~irigen Zweige 
z,., z~, .... ~ tier z-Function~.so werden diese sich auch wieder als Liisungen 
~er  ~(~!ei~ung 
(17) ~, + ~(z)~- ,  + . . .  + ~(~)~ + ~.(,)  - -  o. 
ergeben, deren Coeffieienten innerhalb des T-Raumes eindeUtig, endlich~ 
stetig sind, und in welcher allen mehrfachen Punkten x der Gleichung 
(11) verm~ige (15) oder (16) die NuUwerthe yon z entsprechen werden, 
diese selbst also L(isungen der Gleichung ~,(x)-----0 sein werden. Fiir 
eine Liisung a dieser Gleichung~ welche in dem T-Raume heg~ und nicht 
zu den mehrfachen Punk4en der Gleichung (11) geh~irt, werden sich, wie 
aus (15) oder (16) hervorgeht, die r Zweige der Gfeichung (17) nach 
positiven steigenden ganzen Potenzen yon x ~ a entwickeln lassen, da 
die Liisungen der flleichung (11) um diesen nicht mehrfachen Pnn~ 
herum eine solche Entwicklung besitzen; ist jedoch a eine L~isung yon 
~(x)  ~ 0, welche zu den mehrfachen Punkten yon (11) gehiirt, und sei 
in dessert Umgebung 
- -  A (* - -~)"  + A(x--~,) ' +. . . ,  
1 
worin A o yon Null verschieden, oder wenn (x~a)  v~ - ~ gesetzt wird, 
* = Ao~' + &~"+~ +... ,  
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SO folgt aus (15) oder (16) 
ao + a~ + a,y' § . . . .  A~" - -  A1~"+1 . . . . .  Q(y, ~) ---- 0. 
und daher, da fiir t ~ 0 die NuUwerthe ~1, ~ ~s~ .. 9  Reihe 
a o -]- a ly -~- a2y ~ ~ . . .  
s~mmtlich verschieden waren~ und 
~ ] ,  -'~ \ ~'---r--/t~ . . . . .  \ ~ , -1  ~ 0 
ist, die Entwicklung tier L~isungen. tier Gleichung (11) in der Form 
y - -  ~ ---- B~,  + ~+~"+'  + . . . .  ~(x - -~) .  + B~+~ (x--~) - +. . . ,  
worin B~, yon Null verschieden~ und somit y wie z verzweig~. 
Es bleibt somit in Hinblick auf die Form der Oleichung (17) nur 
eine Gleichung 
y" + F~ (x)y'~-~ + F, (x)y~-' + . . .  + ~'~_~ (x)y + F. (x) ---- 0 
zu untersuchen, in weleher Fl(x), _F,(x),... F~(x) innerhalb eines Raumes 
T eindeutige, endliehe~ ste~ige Func~ionen sind~ und zwar nut ftir alle 
diejenigen Wer~he yon x~ welche LSsungen yon F , (x )~ 0 sind und 
zusar~menfallende verschwindende Liisungen yon y liefern; Dadurch ist 
sber die Untersuchung enau auf die Frage zurtlckgefilhr~ welche ich in 
meiner oben angefti]ar~en Arbei~ behandelt habe~ und man kann somit aus 
den analogen Formen der Functionen F~(x), F , (x ) , . . .  ~'.(x) in der Um- 
gebung der mehrfachen Punkte~ yon den dor~ n~iher bezeichneten Fgllen 
abgesehen~ die Zahl der Cyklen um die Verzweigungspunkte h rum~ die 
Anzahl der Elemente eines jeden Cyklus und das erste Entwicklungsglied 
erkennen~ und genau wie dor~ die Irreductibilitiitscri~erien n dem Sinne 
a~ffD~ellen~ (lass eine Gleichung (11) dann irreductibel genannt wird, wenn 
sidstifit~!~er Oleieh'ung niedern Grades~ deren Coefficienten i  demselben 
Rsume T eindeu~ige, ndliche und stetige Functionen sind~ eine Liisung 
g~mein hst. 
J_udem wit nun-zu: den Irreduc~ibilitiitsuntersuchungen fiir Differential- 
gleichungen fibergr werfen wir zuniic]ast die Frage auf~ wann eine 
homogene lineare Di~eren~a!gleichung yon der Form 
(.~s) go(x)~('~) + gl(x)~(~-~) +. . .  § ~,_~(x)y' + g~(x)y ~ o, 
in w&Icher go(z), g~(x) , . . ,  g,~(x) ganze Func~ionen yon x sind, in dem 
Sinne irreductibel is~, dass sie mi~ keiner ebensolchen Differentialgleichung 
niederer Ordnung ein Ifl~egral gemein hat, und heben gleich hier aus 
spiiter ersichtlichen Gl~tnden.hervor, dass nicht etwa der dem erweiter~en 
Eisen'stein'schen Ss~ze, naeh welchem die algebraische (~leiehung 
~o(X) ~- + (~--~) ~ (x) ~-~ +. . .  + (x - -  ~) ~_~ (x) ~ + (x- -  ~)~ (x) - -  o, 
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ftir welche go(a) m~d g,~(a) yon Null verschieden sind, irreductibel ist~ 
analoge Satz fiir lineare Differentialgleichungen besteht, wie z. B. die 
Differentialglcichung 
y" ~ x~y" - -  3xy  -~ 0 
zeigt, welche das Integral 
X$ 
y ---- xe  Y 
mit der linearen homogenen Differentialgleichmag erster Ordnung 
xy- -  ( l+~)y= o 
gemein hat. 
Bezeichnet man mit 
P = go(x) r + g~(x) r + . . .  + g~_~(x) r + g~(~) y 
einen homogenen linearen Differentialausdruck n~ Ordnung~ ferner fiir 
dieselbe Function y mit 
Q - -  ~o(~) r + h~(~)r + h,_~(x) r + h,(x)y 
einen ebensolchen v u" Ordnung, worin v <n und go (x),... g, (x), h 0 (x), ... h, (x) 
gauze Functionen yon x bedeuten, so ergiebt sich bekannflich dutch 
successive Differentiation als eine in y und dessen Ableitungen identische 
Gleichung 
~""  Q ho~-,-1 X ' -~ I  Q 
+ hF ~-' (~go + ~o r + ~%) ~_~_, +.. 
9 9 ~ ho(~,~..~-lgo~ho~P,~-,-~gl -P '"-t -ao g , , -~- l )~  
+ (~-,go~- ho ~P~-~-lg~ +' "  "~- hT~-~ Xx g--,-~ -[-h~-'g~_,) Q 
-~ kly ('--1) + k~y ('-~) -{- . . .  -~- k ,y,  
in weleher die ~, r ~ , . . .  k gauze Func~ionen yon x bedeuten. Die noth- 
wendige und hinreichende Bedingung dafiir~ dass sitmmtliche Integrale yon 
Q----0 aueh P-----0 befriedigen, wlrd somit dutch die Gleiehungen 
ausgedrfie~, und dasselbe mfiss~e stat~finden, wenn P-----0 und Q ~ 0 
ein Integral gemein haben, welches nicht schon einer linearen Differential- 
gleichung niederer Ordnung also der v ~= mit Coefficienten, welehe ganze 
Functionen yon x sin(t, geniigr wonach dann aueh alle Integrale yon 
Q ~-- 0 Integrale der Differentialgleichung :P ~ 0 sein werden. Jedenfalls 
ist die nothwendige und hinreiehende Bedingung dafttr, dass die Differential- 
gleiehung 
(2g) 
(20) ~ = ~or "~ + ~r +. . .  + ~.-~u" + g.u = o 
in dem Simae reduetlbel i~, dass sie mi~ elmer homogonen linearen Dif- 
ferentialgleichung iederer Ordnung, deren Coefiieienten ebenfalls ganze 
Functionen yon x sind~ ein Integral gemein hat, die, dass ffir irgend 
einen Differengialausdruck 
(21) Q -~-  boy(') -{- hty ('-1) + . . .  -4- h,_ly" -4- h,y, 
in welchom ho, ha, . . ,  h, gauze Func~ionen yon x bedeulen trod v irgend 
eine der Zahlen 1, 2,. . .  n -  1 dars~ell~ die identischo Beziehung bes~eht 
(~) ~-~[gor + ~r +. . .  + g~-~' + g.y] 
a~- - r  
= ~-'go ~ [boy(,) + h~r +. . .  + h,~] 
+ ~o "--~' ~o, a,~,__~-----~-" Doe,) + ~r +. . .  + h,u] + . .  
+ ~,,--,--, ~ Doe ") + &r +. . .  + ~,~] 
+ ~,..-,[kor + ~r +. . .  + ~v], 
in woleher %, %, . . .  co,-_, die obon definition ganzon Fune~ionen yon x 
bedeugen, uad dass somi$ die Diffsrentialgleiehung (20) irreduetibel isi, 
wenn sine Gleichung yon der Form (22) ftlr kein v zwischen 1 und n - -1  
und keine Wahl der ganzen Funcgionen ho, h i , . . ,  h,, ~ ,  %, . . .  [~,_. 
idenfiseh befriedigr werden kann. Aus (22) ergeben sieh die Beziehungen 
hog, = ~0[(,,--,,)1~o'+~] + ~,~, 
~o% --- ~ogo [( ' - - , ) ,  ~o" + ('~--~), ~,'+ hd+ ~,, [(,~--~--t)~ o'+ ~d + =,, 
9 . , , . . , . , . . . . . . , , . , , . . . . .  
"kn--I'--$ ~ Ft'~ . 1 ~,  1,(n'-~-l)  
+ (n- -~- -  z)._,_=h~"-'--~) + 9 9 9 + h._~_~] 
+""  + ~.--.-~[/4+hd + co,__., 
+ ~-" - '  o~ [~"-'--'~+ ( , - -  ,,-- I ), h~, "- '-~ +. . -  
+ (n- -  v - -  1),_,_~ hC,_"L-,~_'} ,) -}- h,_.,] 
+'"  +/~,-.-~[.hi+hd +/~. - .  9 9 9 
ho"'+'g~, = ~'-'go [~-'7 )+ ( . -  ~), #:--'-')] 
+ ~---,-', ~ [g_"~-') + ( . -~-  1),h(,.-~-,U 
+""  + ~=.-~D;-~ + h.] + ~.-_.h._,, 
h~"-"+a g,.--",, o,,,, T,,o ,"x,,, "-~-.."-~-hoo~--,-~h,q-~,,-.,h,, 
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die somit fiir irreductible Difforentialgleichungen der angegebenen Art 
nicht erfilllbar sein diirfen. Die Benutzung dieser Un~ersuchungsmothode 
filr die Irreductibilit~t linearer Differentialgleichungen w0xde der yon 
E is enst e in zuerst fiir ZaMengleichungen a gewandten Beweisar~ dutch 
Nachweis yon der Unm(iglichkeit der Zerlegung in zwei Polynome ent- 
sprechen, und ich will dieselbe kurz skizziren, indem ich auf diesem Wege 
einen speciellen Fall eines spiiter aufzuslellenden allgemeinen Satzes be- 
weise. Es soll gezeig~ werden, 
dams jede lineare Differentialgleichung der 2"orm 
Go(X) y"+ GI(x) y"+ (x) --o, 
in welcher Go(x), Gl(x), G~(x), Gs(x ) bdiebige ganze i~'uncthmen yon x 
darstdlen, Go(a ) und Gs(a ) yon Null verschieden si~l, und 0 ein beliebiga 
ims~xd ganze Zahl bedeutet, in dem angegebenen Sinne irreductibd ist. 
Setzt" man niimlich in (23) 
h~(x) -~- (x--a) ~ U~(x), ~(x)  = (x--a) "~ ~(x) ,  
worin H~.(a) mid Q~(a) yon Null verschioden sein sollen, so werden~ wenn 
h. ~---- 2, 
die Gradzahlen der niedrigs~en Potenzen yon x -  a in den drei sich 
ergebenden Oleichungen lauten: 
2) ':>21 o7 t- 0 Jr- 1, ~o -~- 30 -~.Q, Zo J raq  -~- 1 2~- ~,.1~ Ju Q, 
3) 24, 
I8~ nun 
I. l l~ ; to - -~,  4>4- -20 ,  
so folgt aus 1) u~ ~ 1 o -~- 2p ~- 1, und dies ist nach 3) unm~glich~ da 
die letzten beiden Gradzahlen griisser als 2t  0 sind; is~ 
II. l~:>;t o-0 ,  4<4- -20 ,  
so liefer~ 1) wieder y~l:>~o-~t-20-~-1, mid dies ist mit 2) unverefiibar; ist 
HI. 11<Io--0, 4 >Io-20,  
so giebt 1) ~ ~ 30-[-1-~-t~, was wiederum 2) widersHich~; und ist 
IV. l l< io - -0 ,  4<4- -20 ,  
so folg~ aus 1)/i  1 ~ 30 ~ 1 ~- ti, und dies s~eht mit 3) in Wide~sprucii. 
Wenn dagegen 
B. v -----~- 1. 
so werden die Gradzahlen der niedrigsten Po~enzen yon x -  a in den 
drei (~leichungen (23) sein 
6O 
i) 
~) 
~) 
Lgo Koggias~goER, 
_> ;to + 2o + ~, 8o + ~o, 3@ + ~ + ~, m, 
~> 2~loJrr , 2,lo-]-30--1 , ~lo-af-3Ont-~, p~nt-,lo--1, i~tnt-it,, /~s, 
3go, 21 o q- 3 0 - -  1 -{- Z~, 1 o ~- Q ~ I -~- p,, Z a ~- P~, 
und somit, wenn 
I. s ~ ;to-- ~, 
neah 1) ~ ~ 2~ ~- 1 + ;to, woraus nach 2) ~ ~> 0 "~- 1 + 21 o folgt, trod 
somit 3) -nm~Sglich; ist 
II. 'h <~o~,  
so liofer~ 1) ~h =130 Jr-1-~-Z,, daaa~h vermSge 2) ~---~3#-~- l - l t -2~, 
und diese beiden Bestimm,mgen stehen mit 3) in Widerspruch. 
Auf demselben Wege l~tsst sich der Beweis des entsprechenden all  
gemeinen Satzes yon der Irreductibilitgt einer llnearen Differentialglei- 
chnng n ~ Ordnung auf dem Nachweis yon der UnmSglichkeit des Be- 
stehens der Gleichungen (23) basiren und zwar dutch Zerlegung der 
Untersuchung in die Eiazelf'alle, far walche 
;h < ;to ~ 0, ~ < ~ - -  20 ~, < lo ~ ~'0 
ist, und dutch Vergleichung der Gradzablen der niedrigsten Potenzen yon 
x ~---e~ uf beiden Seiten der Gleichungen; wit wollen jedoch gleich ein 
anderes, ganz allgemeines Veffahren einschlagen, welches nicht blos diesen 
Satz yon der J_rreductibilit~t solcher lineaxer homogener Differentislglei- 
chfingen, deren Coefficienten gauze Functionen yon x sind, begriinden lgsst, 
sondern ein Mittel an die Hand giebt, um silo diese Sgtze, welehe aus 
tier Gestalt der Differenti~Ighio.hung, derea Cabfticienten beliebige Potenz- 
reihen-sind~ deren Irreductibilit~t erkennen lassen~ auf welt allgemeinere 
Cla~sen dersolbon aus~dehnen. 
Wie oben jede algebraische Functlonalgleichung, deren Coefficienten 
um ~ ~ a herum convergirende Potenzreihen waxen, dutch Multiplicsh'on 
mit einer l~assenden ga~hl igen  positiven Potenz yon x -  ~ auf die 
Normalform gebraeht werden konnte 
+ $ . (~- - , )  =, o, 
worin %(0), $~(0),... $~(0) nich~ ~,~mtlie, h verschwinden, so ko,,m 
bekauntlich jeder homogenen linem-en Differentialgleiehung, deren Coef- 
ficient~a in der Umgebung yon ~ ~ ~ eonveagirende Taylor'sche Reihen 
darstellen, dutch Multiplication. mit dnar Potenz yon x ~ ~ die Gestalt 
gegeben werden 
(27) 
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(~4) (x--~)~%(x--~)~) + (x-~)~-~$~Cx--~)y(~-~) +... 
+ (x--~)~_~Cx--~)y' + ~(x--~)y -- o, 
worin %(0), %(0) , . . .  ~3.(0) nich~ siimmtlieh Null sin& 
Soll nun die Irredu&ibilitgt einer Differentialgleichung yon der Form 
(25) (x--~)-+~~ + (x--.)~-l+,,,%(x_~)y(~-,)+. :. 
+ @--.)~+"~-' ~-~ @-.)y' + ix-~)~ ~,@--~)y = o 
fes~gesteU~ werden, in welohor ~o(0), ~,(0) , . . .  ~(0)  siimmtlich yon Null 
vorsehieden sind~ wenn nich~ e~wa der Coefficient einer Ableitung yon y 
iden~isch Null i~t~,und Po, 91~--. 9n positive ganze Zalflen bedeuten, yon 
denen au~, ~r o ben gemachten Annahme, class in der Gleichung 
(2~i~o:~0),~(0) , ~,(0) nich~ siimm'~lieh versehwinden.sollten, an- 
gen~,mon werden daft, dass mindestens eine dieser OrSssen Null ist, 
~o~::"die Differentialgleichung (25) also mit keiner linearen homogenen 
Differentialgleichung niederer 0rdnung 
(26) @--~y~o(X--,)y(~) + (x--,~)~-le, Ax--,)y(,-~)+...  
+ (x- - . )~._~(x-- . )y '+ ~.(x--,~)y = o, 
deren Coefilcienten ebenfalls Taylor'sche Reihen um x ~ a herum dar- 
slellen, ftir welche ~o(0), ~,(0) , . . .  ~,(0) nicht si~mmtlich verschwinden, 
oin Integral gomein haben, yon welchem wir annehmen dttrfen, dass dies 
nicht schon einor gleichar~igen Differentialgleichung noch niederer Ordmmg 
angehSr~, so wird offonbar nach den fritheren Ausoinandersetznngen~ indem 
die Zerlegungsfom it einer noch un]~est~mmton positiven odor negativen 
ganzzahllgen Potenz e yon x -  a multiplictrt wird~ damit diese wioder 
die oben angegebene Normalform annimmt~ nut die UnmSglichkeit der 
Exis~enz der nachfolgenden in y, y', . . ,  y(") identischen Beziehung 
@- ~)' { (x - -  ~)~+~. o (~ - ~) y(') + (x - -  ~)~-~+~, % (x--~) y(~-. +... 
+@--~)~+*.-~ ~,  @-~)y '+ (x- -~y.  Sn(x--~)~ }
= (~ - ~)~-" ~o (~--,~) ~ [@-~)" ~o @--) ~(') + (x-  ~)'-~ ~ (x-  ~) ~(~) 4-... 
+ @-- ~) ~_ ,  (~--,~) u' + C.(x-- =)u] 
+@-~) ' - ' - '~(~-~)  a ~  [(x-~)'~o(~-~)u(')+@-~)'-~(x--,~)u('-')+... 
9 +~,(x- -=)u]  
, . . 9 . . . . . . .  9 ~ 9 ~ 9 . . 9 o 9 9 . . . 9 . 
+@-~)~.  ~. ~(,-~) a[(~-=)'~(~-=)~')+(~-~)~'~,(x~-~,)~'-~)+ .. 
(so) 
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ftir jede Wahl yon ~, und der um a herum convergenten Potenzreihen 
and ~It zu erweisen sein, wobei vorausgesetzt werden daft, dass ~o(0), 
e,,(o),... ~a,(o) ~o~om ~ ~u~h %(o), %(o),.. ~_,(o) ,~h~ ~m,~- 
lich versohwinden. 
Wie wir nun oben zur Ermit~lung der entspreehenden S~tze fiir die 
Irreductibilit~it algebraischer Functionalgleichungen in die in y identische 
" gese~z~ haben, soll in die in y und dessen Ab- Gleichuag (6) y ~--- x- -  
leitungen identische Gleichung (27) die Substitution 
= (x-~)" 
gemach~ werdon, worin ~ eine willlrtlrliche yon x unabhiingige OrSsse 
bedeutot , -  was im Grtmde auf eino genauore Untersuchung der charakte- 
ristischen Function yon Froben ius  hinausl~uf~ trod man erh~ilt somit, 
worm zur Abkilrzung 
(28) ,~ (,,-- 1)... (,,--,, + 1) a(oe (0) +, , ( , , - -  1)... (,,--,, + 2) ai~)(0) +. .  9 
+,:~2_~(o) +~)(o)- - ,~ ,  
also 
(~9) [ , (~-1) . . . ( , -~+ ~) ~o (~-~)+...+~ ~_~(~-~) + ~.(~- . ) ] (x - . ) .  
= Ao(X--,,)~ + ,q(x--,~),+' + A, (x-- o,?+, +. . .  
gesetzt wird, die fiir jeden Werth yon ~ iden~isch zu orfiillende Gleichung 
,,(,,-- ~)(~--~)...(,,--, + ~)(x-,~)~+.+,o%(x--,~) 
+ ~ (~ -- i) (~-- ~)... (~--. + ~) (x -- ~).+,+~, % (x-- ~) +... 
+ ,, (~-- ~,)'+'+~ ~-~ _~ (x -  ~) + (x -  ~y+'+"- ~. (x --~). 
-- @- ~).-,, ~o (x--~) ~ [.4 (x -~) ,~+~(~,~%~ ( '~)~ 4-.. '1 
+(x-~) ~'-1%(~-~) ~ 1.~@-~?+..4.(x-~y +l+&(x-~)~+'+.. . l  
_- ~o(X_.)[,(,~_ 1)...(,~_, + , ,+  1).A(~_~)x 
~-(z Jc l )~...(~--n-~-~ nU 2)Ai (x--a)~+ I 
+ (,,+2)...(,,--,,+,, + 3)~,(x--~,?+,+...j 
+ N (x-- ,,) [,, (,, -- 1)...(,,--,, +,, + 2)Ao(X-- ~,)" 
+ (,,+ 1)... ( , , - - ,+, ,+ 8)~(x--~).+~ + ...1 
- -~- -  9 9 9 ~ * . . . .  . 9 . * 9 . 9 . . . . . .  . 
+ ~._~_~ (x-a) [uAo (x-a) ~ -F ( ,+1)  A,(x-a)'+ ~ nt- (~+ 2)A, (x--e).+ ' +. . . ]  
+ ~,,_, @- ,) [& (x -  ~). + A~ @ -- ,?+/+ ~, (x -  ~)~-+, ...], 
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worin mindestens eine der Gr~ssen Fo, ~t , . . -~  gleich Null ist and 
%(0), %(0) , . . .  ~_ , (0 )  m~ s~l i~h ~e~wmde~.  
Nun is~ abet leieh~ zu sehen, dass A o nicht fitr jeden Wert~h yon 
identisch Null sein kann, well in (28) die Coeffleienten der Grdssen 
s s  s welche der Voraussetmmg nach nieht s~mmt~oh 
versehwinden sollten, gauze Funetionen yon x yon fsllendem Grade v bis 0 
sind, mad d~ die medrigste Poteaz yon x ~ r aaf der reehten Seite der 
Gleiehlmg (30) die ~ ist und der Coefficient derselben 
~, {~(~- 1).. .  (~- - ,+  ~ + 1) ~o(o) 
+ ~(~-- ~)... ( , - - ,  + ~ + ~)~(o) +. . .  
+ ~t,_,__,(o) + ~_,(o)} 
lsutet, somit nicht identisch versehwinden daft, weft A~ yon h]'ull ver- 
schi~len, ~(0), ~(0) , . . .  ~,_,(0) nich~ s~mmtlieh Null wsren und die 
Coefficienten dieser letzteren Grdssen wieder gsnze ~'kmetionen der will- 
kitrlichen Gr~sse ~ yon fallendem Grade sind, so wird aueh die niedrigste 
Potenz yon x ~ ~ auf tier l~nken Seite der Gleichung (30) die ~t~ sein. 
Darsus folgt abet class ~ ~ 0 sein muss; denn w~e ~eine negative gauze 
Zahl, so wtlrde, da mindes~ens es tier Zahten ~z~, F~,. . .  F~ gleich Null 
angenovnynen werdan dur~e, unter der Voruussetzn-g 
~af ~ liaken Sslt~ der Gleiehung.(B0):der Cosflleient vo.z~..(~)~-,,  
worin x + 9 < x isL lsuten 
~(~-- i) ... (~--~ +~ + 1) $~(e) 
+ ~(~-- 1)...  (~- - ,  + ~, + i)$,Ao) +. . .  
+ ~(~ -- i ) . . .  (~ -- ~ + ~ + i) $,, (o), 
schieden waren, nicht Null sein k~fnnen, well die Coofficienteu yon 
$,.(0), ~,~(0),. . .  ~r~(0) wiedor ganse Functionen yon x vor~ fsllendem 
Grade siad, was unmSglich, da die niedrigste Potenz yon ~-  ~ au~ der 
rechten Seite yon (80) die ~ ist; wgre eber ,  eine positive ganze Zahl, 
so wttrde dies Gas dem Grunde nicht ~ngehen~ weft dann die 1;~ke Seite 
der Gleiehung (30) sls niedrigste Potenz yon x -  u die x + 1 to liefertep 
w~ihrend ie reehte Seite ein nieht versehwindendes Glied mi~ der ~t~ 
Potenz gab. Es wird somi~ ~r  eine reduc~ible linesre Differentislgleichung 
die f/Ir jedes x identisehe Beziehung bestehen m~issen 
64 LEo KOE~mS~aGER. 
(31) ~(~--1)... (x--n-{- 1)(x--~~162 
+,(~- -  1)... (~--n + 2) (x - -  ~)~, ~, (~ - -  ~) +"  
+ ~(x -  a)"~-~ -1(~- -  a) + (x-- a) "~ ~(x  - a) 
--  %(x--a)[~(~-- 1)... (~--~ +,~ + 1)Ao 
+(~§  1)u . . -  (u--n+v + 2)Al(x--a) 
+(~+2)(~+ 1) . . . (~_~ +~+s)  A~(x-- ~)%... 
+ ~(x - - , ) [~(~- -1 ) . . .  (~_n+ ~ + 2)~ 
+ (~+ 1)~... (~- ,  + v + 3)A~ (x--a) +.. . ]  
. 9 o . . . .  , . . . .  ~ 9 9 9 , . . . . .  
+ ~._,_,(x--~)[~Ao+(~+t)al(x--,)+O,+~)A,(x--~)'+...] 
+ ~._.(x-- ~,) [ao + Al(X-- a) + A,(x-- ~,)~ +-.-] ,  
in weloher v eine Zahl aus der Reihe 1, 2,...  n ~ 1, #o, ~x,..= ~ positive 
gauze Za~hlen, Null eingeschlossen und mindes~ens eine gleich Null, 
~0(o), . . .  ~(o) ,on Nun ~orsr ~o(O), ~,(o) , . . .  ~_,(0), ~owi~ 
~o(0), ~(0) ,  .. :~ , (0 )  nicht sgmmtlioh versohwinden, die Oriissen A~ 
durch (28) defmirt sind, und wonach, wenn wiederum 
~, ~ #~ . . . . .  ~ ,  = 0 (r~ < r~ <. . .  < r~), 
die tlbrigen ~ yon Null versehieden sind, dutch Identificirung der Cod- 
fieien~en yon (x--a) auf beidea Seiten der (~loichung (31) die Beziehung 
besteht 
(3~) ~(~-- 1) -.- (~- -n+r~ + 1)~,(0) +~(~- -  1) ..- (~- -~+r ,  + 1)~r~(0) 
+ .... + ~(~-- 1). . .  (~--~ +,~ + 1)~(~,) 
.= [~(,,--1)... (,~-,,+1)~o(O) + ~, , - - t )  . . . .  (~--~,+~)~(o) 
+ . . .  + ,, ~._,(o) + ~.(o)1 
x [ , (~- - l ) . . . (~t - -n+~,+ 1)No(o)w~(g--1) . . . (g--m+v+2)~t~ (0) 
+. . .  + ~,~_,_~(o) + ~_,(o)], 
worin aio r  - a~r linken Seite ganze Ftmctdonen yon x sin~ die 
in ihrem :Grad~:~m:zind nut, wenn r,~-----n is~, der Ooefficien~ yon 
Zugleich abet folg~ aus der Oleichung (27), weil e ~ 0 gefunden 
wurde, dae~ 
~(~--a) ~o(~-a) -- (x-a),.  ~o(~-~) 
~ein muss, und da~s ~her,  falls die gdorder~e Zerlegung mSghch sein 
soU, da $o(0) voh Null verschieden ist, die Summe der Zahlen, welche 
die 0rdnung des NuUwordens yon ~o(X--a) und ~o(x--a) im Punkte 
angeben, gleich /~o ist, al~o ftir ein ungerades t~ o nich~ gleichzeitig 
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9 o(o), ~(o) , . . .  ~g*-'(o) = o, nolO) = ~(o)  . . . . .  ~r  = o 
und 
~) (o) + o, ~)(o) + o 
sein k~nnen, worauf wir sparer zttr/ickkommen. 
Wir kiinnen aber die Irreduetibilitiitstmtersuehung einer jeden lineaxen 
Differentialgleiehung (25), in welcher/t.  > 0 ist, auf diejenige iner solchen 
Differen~ialgleichung zurtickflihren, ffir welehe der Coefficient yon y den 
Factor x - -  a gar nicht besitzt; denn macht man auf (25) die Substitution 
y = (~-~)~, 
worin Z zun~chst willkitrlich bleibt, so geht dioselbe, wenn wit yon nun 
an der Kiirze halber bei den ~-FuncCionen die Bezeietmung des Argu- 
mentes x -  a for~lassen, fiber in 
@~) (x - -  .).+,~o ~o ~)  + (n z (x - -  ~),~~ o + (x--  a)., %) (x--a)'-~ z('-~) +... 
-J- (1 (~.-- 1)... (Z - -  n -4-1) (x- -  a)~o $o + ~. (Z - -  1)... (it - -  n-~- 2) (x- -  a)*, $~ 
+... + z(x--a)"~-'$._~+(x--a)" ~Dz --- o,  
und sei nun g, > O, t~,, =/ t~ . . . . .  /t~t = O, worin o~ naoh dem 
Frtiheren mindestens 1 sein muss, so werden alle Posten des Coefficien~en 
voa z, die zu den ,auderen /t Exponenten als diesen $ gehSren, durch 
x -  a theilbar sein; verlang~ man also,- dass tier Coefficient yon z durch 
x -  a niehk:fleflbar ist, so muss 
~ (X - -1 )  . . . (;I - -  n q- r~-J- 1)~,, (0)-t -Z(h--1) . . - ( i t - -n-t -r ,  [- 1) $,,(0) 2v. . .  
+ i t  (~ . - -1 ) . . . ( i t - -n+r , -b  1) !~,8(0 ) 
yon Null verschieden sein, was, da ~, (0 ) ,  !l~,(0), . . .  ~(0)  der Vorans- 
setzung nach nicht gleich Null sind, immer zu erreiehen ist, da der Aus- 
druek wegen des fallenden Grades der eiazelnen Pos~en in it nieht identiseh 
verschwinden kann, und es geht somit die lineare Differentialgleiehung in 
@4) (x-a)"+~~ + (x_a) - - ,+ , . '% '~. -1 )+. . .  
+ IX--a) n--*'~n--,Z + ~',Z = 0 
nber, wroin wiederum ~o'(0), ~i'(0),... ~i(0) yon Null verschieden aa- 
genommen werden diirfen, and die offenbar mit (25) zugleich irreductibel 
und reduetibel ist. Es mag noch bemerkt werden, dass in der so trans- 
formir~en Gleichung (34) ausser dem gl noch ein anderes ~t' den Wer~h 
Null wird annehmen mfissen, da, wenn nicht schon go'-----/to = 0 ist, 
unter der Annahme, dass go, th, 9 9 9 St, > 0 sind~ und /ta+~ = 0 is~, w[e 
aus dem obigen Bfldungsgesetz hervorgeht, g~+x-----0 sein m~iss, was nlcht 
der Fall zu sein braucht, wenn ~ ~---0 war. 
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66 L~o Kor~mB~Qm. 
Es handelt sich somit nut um die~IrreductibilitiRsuntersuchung einer 
linearen Differentialgleiehung der Form 
(35) (x--~).+,o$oyc-~ + (x_~)n-l+,.$,y~-~ +- . .  
+ @_~)1+~_1 ~n_ly, + ~y _ o, 
worin ~o(0), ~ l (0 ) , . . .  $~(0) yon Null verschieden sind, und die Zahlen 
~o, ~t , . . .  ~-1  positiv ganz oder aueh Null sein kSnnen. 
9 ~ ind  ~n ~o, ~1, 9 9 9 #,~--x yon  NuU versch ied~ so geh~ die Oleichung 
(3~) 
(36) ~(O)m-~[~(x--1)...(z--v§ E~t(O)+'-" 
+~,_~(o)+a,(o)]  
x [ , ( , - -1 ) . . .  ( , -n+~+t)~(o)  
+ , ( , - - t ) . . .  ( , - - ,+~+~)~(o)  +. . .  
+ ,~_,_~(o) + ~_,(o)] 
O.beZ'~ WOl'StW 
C~o(O) = ~(o) . . . . .  ~:_,(o) ~ o, ~(o)--- ~(o) . . . . .  ~_ , (o )=o 
foleY, und a~ 
U,(o) -- a,(o) ~__~(o) 
orgiebt sich, dass ~(0)  und ~_~(0) yon Null verschieden sind. Da 
9 Se~ ~h @8) Ao = n,(o) i~t, so h~t de~ Coem~ient ~on (x--~) ~f  
der reehten Seite der Oleichung (31) die Form 
(37) ~,_,(0)[~ (~- 1)... (~--~,+ 1)no'(O)+~(x-- 1).--(~r ~'(0) § 
+~,(o)§  
q- I~,(0)[z(x-- 1 )...(x--n § v § 1 ) ~R o'(0) q- u(x-- 1 )... (u--n -~-~+ i~) ~'~0) 
+. . . §  
u..u~ ist~.~omit~ r ,v zwischen 1 und ~ ~ 1 liege, in :Bezug auf x hSchstens 
veto ~aido:~' - :  I, w~arend er Coefficient yon (x~a)  ~ lautet 
1 " 0 (~8) -~ ~.:~(o)[~(~--~)...(~---~+~)~o ()+~(~--~)...(~-~+~)~"(o) 
+... + ~ a~'_~(o) + ~'(o)] 
+[~(~-~)..:(~--~§ 1 )~ ' (o )+. . .+~_~ (o)+~'(o)2 
x[( , ,+ t),,...(,,~+,,+~)~'(o)+...+(,,+l)~_~_~(o)+ _,(o)] 
+ § a,(o)[~(~-~)...(~--~+~+~)~o"(o) +~(~-~).. 
9 . (~-~+~+ ~)~"(o) +. . .+~_~(o)+ ~'_,(o)], 
und somit ebonso wie die Coef~eienton atlor folgenden Potenzen (~r--~) ~, 
(x - -~ . . .  in Bozug auf ~ im Allgomeinen veto ~ Grade.- 
Is~ nun in der Di~eren6~gleiohn~g (35), in welcher ~o, ~h, . . .  #~-t 
positive, yon Null verselfieclen~,-ganze Zahl~m s.oin sollten,, t~o. die. er~te, 
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dieser Gr5ssen, welche den Werth  1 ha~ so wird auf  der llnl~en Seite der 
ist, jedenfal ls eine ganze Funct ion n u~ Grades yon u soin~ mad daher 
rai l  dem Ausdrucke (37) nicht zusammenfallen kSnnen, so dass sieh zu- 
niichst der berei ls  bekann~e*) Saiz ergiobi~ 
dass eine lineaxe Differentialgleichung der Form 
+ - -  o, 
in  welcher ~,  V~, . . . g . -x  >= 1 sind, stets irreductibd ist. 
l~imm~ jedoeh zuors~ ~ den Wer~h 1 an, so dass go ~ 2, so wird 
dor Coeffieien~ yon (x - -~)  auf der l inken Seite yon (31) eme ganze Func- 
t ion n -  1 ~ Grades in Bezug auf x, und da dieser mit  dora Ausdrucke 
(37) identisch sein muss~ so folgt~ dass v nut  ~-1  odor ~ n -  1 sein 
kann~ und dass somi~ 
die lineare jOifferentialgleichung 
(ao) - -  ,,)"+"0 (') + ("-') + . - .  + (x - - , , )  1+'"- '  
+ ~, ,y  ~-  O, 
in welcher go > 2, g~, ~,  . .  . #,_~ ~ 1 sind, nur mit einer gleicharti~en 
Different'u~lgleichung erster odor n -  1 ~ Ordnung die sSmmtlichen Integrale 
der . i .~e~r gemein haben kaam.**) 
*) Floquet, Annales de l'~cole normale 1879. 
**) Um zu zeigen, wle sich daran eine Reihe weiterer Sl~tze anknfipfen lltsst, 
mag bemerkt werden, dass in den Differentlalgleiehungen 1 teroder n - -  1 ter Ordnung 
(x - -  ~)~oy' + ~V=0,  
(a) 
(x - -  - )~- laoy(" - l l  + (x - -  ~)~--~al~("--~) +- .  9 + ~,_~y = 0, 
deren s~nmtliche Integrale der Differentialg!eiehung (40) genfigen sollen, flit den 
Fall dass ~o --~ 2 ist, i5o'(0) yon Null verschieden sein muss, da der Coefficient yon 
(x- -~) '  auf der linken Seite der Glelchung (81) veto n te~ Grade in Bezug auf x wRre, 
wMlrend derselbe auf der rechten Seite nach dem Ausdrucke (38) flir ~o' (0) ~ 0 
hSehstens den n ~ 1 teu Grad erreiehte, und dass die beiden Differentialgleichungen (a),
da ffir die ersto derselben ~o (0)=0, ffir die zweite t5 o (0.) == ~1 (0) . . . . .  On_~(0 ) ~= 0 
war, somit die Form annehmen 
(x--,)'Qoy" + Q~Y = 0 
und 
(x-- ~)" Qoy ('-1) + (x--a) ~-1 Q1Y('-~) + 9 " " + (x-a),Q._~ y" + Q=-t y ~ o, 
worin Qo(o) yon Null verschieden ist; da QI(o) resp. Qn_l(o) nach dem Frfiheren 
nicht  verschwinden, so s~immt dies wieder, wie es sein muss, mit dem oben ~f -  
gest~.d_l~en Irreductibflitl~scriterium fiberein. 
Allgemein folgr 
dass die lineaxe Differentialgleichung 
(41) (~ - -  ~)~+~0 % ~)  + (x - -  ~)~-~+~, % v(~-, + . . .  + (x - -  ~) ' -~+'  ~ v(,-~) 
+ ... + (x - -~Y +'"-I ~ , - ,v '+~y = o, 
i~ wdcher  ~o, ~, ,  9 9 ~-~ ~ 2 und t*a+i, #~+~., 99 9 ~ , -~ ~ 1 sind, met mi t  
einer g le ichax~ert  Differentialgleichung 1 ~,, 2~% . . . ~"  oder n - -  l ~% n- -  2 ~,  
. . .~- - -$ r  Ordnung die si immtlichen Integrale der letzteren gemein haben 
kann,  
mad woRer ergiebt sich aus (37), dass, werm 
,, --- 1, %'(o) ~ W(o)  . . . . .  ~i_~(o) = o, 
,, = ~, %'(o) -~ W(o)  . . . . .  ~,'__,(o) - o, 
~, -----, 1, %'(o) --- o, 
v--- .n--8+l,  t2o'(o) ~-.~ o, 
,, = ,~- -  $ + ~, W(o) - - -  % ' (o ) - -  o, 
=.  - 1, W(o)  ~ W(o)  . . . . .  ~;_~(o) - -  o 
seia muss, da der Coefficient yon (x - -a )  auf der hnken Seite der Glei- 
chung (31) in Bezug auf ~ yore n -  ~o~ Grade ist, u~d dass somit, 
wena ~o "~" 2, nach (38) ffir v nut die Werthe (~ trod n w (~, wema ~o > 2, 
~1--'~2, fiir v nur die Werthe 6 - -1 ,  6, n - -6 ,  n - -$+l  u. s. w. 
iibrig bleiben, uncl sorer folgt, 
dass, wenn /n &r /)/fferen~a/g/e/chung (41) yon dan Zalden ~o, ~1, 
~2, . . .  g~- ! ,  welche gr6sser als 1 waxen, die erste, welehe, den Wer:~h "2 liar, 
~u St ,  W~il~rend ~a ----- 1, t*~q-~, t*~+~, . . . ~z_~ ~> I Isir~d, diese 1)ifferential- 
gleichieng nut  mi t  einer gleichwrtigen r5 - -  a *~', ~5 ~ a + 1'~, . . . ~'~, n - -  6 '*~ ,
n - -  5 + I ~', . . . ~ - -  ~ + a ~" Ordnung die s~immtlichen Integrale der 
le t~en gemein haben kann,  
woraus wieder di6-Reih~ derjenigen Siitze hergdoitet werden k,.nn, welche 
deta in  tier o]Sigon I h'amerlttmg hervorgehobenen tsprechen. 
Lasse~a wit ntm-..~g]~her gemachte Annatane faalen, (lass yon den 
gr(isser als ~Tull vorausgesa~+aCeai - Zahlen/*o, ~ i , . . -  I*,-i eine den Werth 1 
hat, seien also alle gr~ssez als die Einheit, so wird der Coefficient yon 
(x- -~)  aaf der llnken SeRe yon (31) and daher der Ausdruek (37) yon u 
maabh~aigig sein. Die sich hierfiir ergebenden othwendigen und hin- 
reiohonden Bedingungen sfiid 
~._~(o) E~,(o): + ~, (o )  ~;_ , (o )  = ~;(o) ,  
(4~) ~_ , (o )  c:-- l io) + c ,  CO) ~;_ , _ ,  (o) = o , . . . ,  
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und yon diesen Bedingungsgleichungen wird die le~zte lau~en 
442) ~t._,(O) ~o'(0)  n t- ~ . (0 )~ ' (0 )  = O, 
wenn v = n -  v also n sine grade Zahl ist, w~hrend, wenn v ~ n -  ~, 
ist, durch lgullsetzen des Coefficien~en der h6ehsten Potenz yon ~ en~- 
weder ~o' (0)  oder ~o' (0 )2  0 folgr Da abet im let~zteren Falls der Ausdruck 
(38) jedenfalls yon nieht h~iherem ale dem n J 1 tea Grade in x ist, so 
wird, wenn die .Annahme gemaeh~ wird, dass t~o----" 2, dass also der 
Coeffieien~ yon (x - -a )  * auf der l inken Seite der Gleiehung (31) in Bezug 
auf ~ veto n re~ Grade is~, wiederum die UmnSglichkeit: dot Zerlegung der 
gegebenen Differentialgleiehung folgen, und wir erhalten somit don folgen- 
den Satz: 
Die lineare Differentialgleichung 
(43) (x - -  a) "+* ~o Y('~) "~ (x - -  a) "-1+~'' ~1 y(,,-1) ..[_ ... + (x - -  a) ~+~''-~ ,,_~ y' 
+ ~.y = o, 
in welcher ~1, ~$, . . .  ~.$.--I >~ 2 sind, ist, wenn die Ordnung n derselben 
ungerade, stets irreductibel; ist die Ordnung jedoch gerade, so kann sie 
nur mit einer gleichartigen linearen JDifferentialgleichv/ag -~t~ Ordnung die 
s~immtlichen I tegrals der letzteren gemein haben. 
Nim.~t jedoch zu~rs~ /~ den Wer~h 2 an, so class ~o > 2, so wird 
der Coe~eient~ Qn, (~,.-::~)~ auf ~er ll-~ren~ Sei~e yon (31) sine .ganze 
(88) iden~iseh sein muss, so folg~, dass, wenn n~,>~,  oder n - , z ,~- -~,+y,  
wegen ~o'(0)  ---- ~ / (0 )  . . . . .  IR~_,(0) ---- 0 der Grad des mi~leren 
Summanden yon (38) in Bezug auf ~ der n ~ V ~ sein wird, und dass 
somi~ en~weder n - -  ~7 = n - -  1 also ~ ----- 1 oder n ~ ~, = n - -  1, also 
~, = 1 sein wird, und ebenso wenn v > ~ - -  ~, oder ~ = n ~ ~, .4- ~ ist, 
d, . - -  n - -  ~ = n ~ 1 also wieder y = 1 oder ~, = n ~ 1 ist, somi~ also 
nut  ~, ---~ 1, n - -  1, n - -~ n--~-I 2 ' ~--  sein kann, wi~hrend die A.nnahme v~---n-.-~ 
verlangt, dass verm(ige (42) f5o'(0 ) und !]~'(0) zugleieh Nul l  sind, weil sons~ 
(38) in Bezug auf ~ veto n t~n Grade wi~re, und da d~an der mittlere 
Summand veto n ~ 2 ~n Grade in ~ sein wiirde, so mfiss~e n ~ v ~ z, 
-~- n ~ 1 oder v ----- 1, n ----- 2 sein. Es ergieb~ etch somi~ der Satz, 
dass die ~fferentialgleichung 
(x - -  ~).+,'o ~o ~ + @ - ~)~+~ ~ yr + (~ - ~)~-~+~, ~ y~,-~ +.. .  
+ (x--a) ~+~-~ "  + ~ = o, 
in welcher ~o > 2, t~, ~s, . . .  ~,~--~  2 sind, nut mi~ so'hen gleichar~en 
]gifferentialgleichur~en niederer Ordnung aUe Integrale dzr letzteren gemekn 
haben harm, deren Ordnu~g 1 oder n -  1, oder auch, wenn neine ungerade 
Zahl, ~ oder ~.  ist. 
Bind sltmmthche ~ > 2 und ist ~o ~ 3, so mtissen die Ausdrllcke 
(37) und (38) yon u un~bh~gig sein, und der Coefficient yon (x~aSS auf 
dot rechten Seite der Oleichung (31), welcher lautet 
(44) ~ m~_,(o)[ , ( , -0. . . ( , - -v+ Z)ao"(o)+... + ~;:~(o)+~:"(o)] 
+ ~ ~ [,(u-- 1)...(u--v + 1)ao" (0) +...-[- g ~)~"--, (0) -b ~)~" (0)] 
x [(~+ ~)...(~--~+ ~+ 3) ~;(o) +... + ~;_,(o)] 
+ ~ ~ [~(x-- 1)...(g -- v + 1)~ '  (0) + ...-]- ~ I2,2_~ (0) -k- a , '  (05] 
x [(~+ ~)...(~--,+ ~+ ~)~o"(o) +... + ~;'_,(o)] 
9 -[- ~ s [, (,--l)...(,---n-~t-,,-~-I 5 mo"(O)+... -{-xm,,_S,_x (05--{--m.'L,(05] 
tier A~n~hv-e gemiiss, dem Coefficieaten auf der linken SoRe entsprechend, 
in Bozug auf ~ yore n ~'n Grade sein. 
Ist zuniichst n -  v ~-v, so wird die Gleichung (37) befriedigt 
durch Bestehen der Beziehungen (42); die Unabh~ngigkeit des Ausdruckes 
(38) yon x erfordert abet, da der mittlere Posten yore n **~ ~rade 
in Bezug auf u ist, dass ~o'(0) oder 9~o'(0 ) verschwinden, und sorer 
wieder nach (42) s ) • ~Ro'(O ) ~-~ 0 ist, so dass der Ausdruck (44) Ms 
Coefficient yon (x--a) sauf der rechten Seite der Gleic~mlg (31) in  Bezug 
:auf ~ yon niedrigerem Grade als dora n **n wird,, wa~ re:it ~or : ~  
"~0 -~ 3 nich~ zu vereinigen. Es bleiben sdmit nu~ ~-  ~rfile: v > n -- v 
" -  . . . .  " . . . . . . . .  " , ;q-b, , .o~ 1<.<. -2 ,  :~d~r~,~n- -v  ~ erortern; se~z~ man n ~ ~  
too' (o) -- %'(0) . . . . .  ~_,(o) = o 
Uder 
~'(0) ~-~'(0)  . . . . .  ~_~ (0) -- 0, 
trod das Verschwina~m-~on ~R~'(0) wird das yon ~[~o'(0), resp. das yon 
":' " " . . . .  ' P "  "~ : '  ' " " " " e l l  -~  (0) dasjemge .yon ~ .(0 i ~c]i mob ziehen, wlo aus den den (]Iemhung 
(42) ~nalogen Beziehungb~ hervorgeht; da aber die Gradzahlen der drei 
Pos~en des Ausdruckes (38) in ~, wie leieht zu sehen~ dutch , n ~1% 
"•  dargesteUt sind'~ und dieser Amsdruc, k ebenfalls in u identisch ver -  
2 
schwinden soll, so wird~ wenn n - -p  > ~-~ ist, entweder 
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wenn ~R0'(0 ) ~ 9~t'(0 ) . . . . .  ~'--t(0) ~ 0 ist, ~'(0) oder no'(0 ) also 
na~ (4~) stets. ~o ' (o)= o s~,  
odor 
we~ ~o ' (0 )= ~/(0)  . . . . .  ~4- , (0 )=0 is~, n;(O) odor mo'(O), also 
stets ~o'(0)= 0 sein; 
n+lo ist dagegen ~ - -p  < - -~- ,  so wird naeh (38) jedenf~s %'(O) odor ~'(0) 
versehwindsn m~isson, und wir erhalten somit f~  ~--" lg~' -~ als 
nothwendig zu err'.llonde Bedingungen ~ alas Bostehen tier Zerleg~mgs- 
form tier Di~6renVmtgloiehnng n ~' Ordnung 
~;(o)=i~'(o)=~:-..=f~t~(o)=o, f:~o'(o)=o odor ~;'(o)=o 
odo l  ~ , 
t~'(O)== t)~'(O) . . . . .  15~_t(O)-= O, !Ro'(O ) ---~0 odor ~to" - -  O. 
In allen F~illon wiirde somit der Grad des Ausdruckos (44) in Bezug aug 
x gegen die Festsetzung, class go ~ 3 ist, unter n sinken, also die an- 
n-i-iv odor genommeno Zerlog-ng unm6glich soin, wenn nioht n--iv ~ 
n ~ 3p, also n sine dutch 3 theflbaro Zahl ist, und in diesem Falls 
2~ ergiebt sioh v ----- ~- odor v ----- -~-: Wir orhalten somit den folgenden Satz: 
+$.y=o 
in we2eh~ t~t, f~s, . 9 9 ~,,..-x >= 3 End, ist, wenn die Ord~u~ d~selben e i~ 
nicht dutch 3 tlw~oare go/me Zahl ist, stets i r reda~d;  ist die OroMungs: 
zaM jedoch sin Yidfaches yon 3, so kanr~ die Differentia2gleichung ut mit 
n ~ odor ? *~ Ordnung die sS/mmgiehen I to, einer gleiehaxtoen van do" T 
grale dx, r Materen gemein hahe~. 
Sei nun allgomoin die Difforenfialgleichung vorgelegg 
(46) (x-~)'+~oV(')+ (z-~)~-'+*'~,v ('-~) +. . -  + (x - - ,y+~' -~. - ,  r 
+ ~.v = o, 
in welsher ~t, th, """ #~--t >-~o ist, so werdon, wexu diosolbe re.due.fib.o.! 
ist , -auf dor rechten Soite der Oleichung (31) die Coofficienten yon 
(z-~); (~--~);... (~--~)~.-, ~on ~ --~bh~gig sein ~.o . ,  w~b~ond 
der Coefficient yon (x--a)~. in Bezug auf x yore n ~m Grade sein muss. 
Bezoiohnen wit dieso Coofficienten den Gloichungon (37), (38), (44) 
dutch 
7~ LEO KOm~OSB~RGER. 
(47) (~o'(0),...  ~'(0)) --[- (~o'(0),... ~_~(0)), 
(48) (~o"(o),... ~;'(o)) + (~o'(O),... ~/(o)) (~o'(o),... ~_, (o))  
+ (~o"(o),... ~:_,(o)), 
(49) (~o"(o~,... ~;"~o)) + (~o"(o),... ~;'(o)) (~o'(O),... ~;_,(o)) 
+ (go' (o>,,.. ~,' (o)) (~o'?O),... ~;'--, (o>) 
+ (~o'"~o),... ~'_',(o)), 
, * , . . , . . , . . , , ~ . . . .  * , ~ 9 , 
(5o) (~. - ' ) (o) , . . .~, - ' ) (o) )  + (~0-')(o),...~0-')(o>)(~o'(O>,...~;_,(o~) 
+.. .  + (~; (o),... ~_ ,  (o)) (v~o-~)(o),... ~7  ') (o)) 
+ (~o ~0-~)(%...~_.~')(o)), 
worln die ~Klamrnern in Bezug auf u vom v t~ Grade, die ~-Klammern 
veto n -  v ~= Grade sind~ jedoeh siimmtlieh linear homogen in Bezug auf 
die eingesehlossenen Or~ssen 
~)  (0),... c(: ) (0), ~(o ~ (0),... ~(~, (0), 
so we~ae= die A=~cke  (47)--(50) ,an ~ ~abh~6g ~e~ ma~e=, 
wii, hrend der Ausdruek 
(51) (~)~v~176 + (t3~~176 (!Ro'(0),...!R~_,(0)) 
+. . .  + (co' (o),... ~:  (o)) (~o~~ ~(,~7 ~)(o)) 
+ (~o ~o) (o),... ~'_'), (o)) 
eine ganze Fanc~ion  t''~ and nicht niedrigeren Grades in u sein so]]. 
Wir behaupten nun, class n hie gr~sser sein kann als/to.v; den~ sei 
n > tto. v, so erforder~ alas in x identisehe Yersehwinden yon (47), dass 
%' (o) =-- ~ '  (o) . . . . .  ~;_~,__, (o) =- o 
is~;: obe~aso wird, weft nunmehr der mi~tlere Posten des Ausdruekes (48) 
veto n ~ (n~2v) -~-2v  t`~ Grade is~, und (48) wieder in u identiseh 
verschwinde~ soll, 
gi;'(o) - -  ~"(o)  . . . . .  ~:_~,_~(o) = o 
~ein mifSsen,, ~hnll ch 
~, ' (o )  = ~h'(o) . . . . .  ~ ~(o)  = o, 
v~tc.-'~-bis ~gs NullwOrden yon (50) die Bedingungen 
~-~)(o )  - -  ~'-~)(o) . . . . .  ~t~-7:,)_,(o) - - o 
mink: sich: zioht. Daraus geh~ aber hervor~ dass der Ausdruek (51) in 
Bezug alaf ~ yon niedrigorem Grade als dem n u= wird, und wir erhalten 
den Sa~z, 
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d~ss eine Differentialgteichung yon der Form 
(x_~)~+~. oy(~) + (x_ ~)~-~+~, ~y(~-l) +. . .  + (x_~),+~_, ~_,v, 
+ $~v = o, 
in welcher ~t, ~ ,  . . . #n-t ~ ~o sind, nut mit einer gleichaztigen Differem 
n ist, alle IntegraZe der letzteren gemein tialgleichung, deren Orc~ung >__-~ 
habon kann. 
Endlizh mag noch bomerk~ werden, dass, well, wie oben gezeigt 
worden, ftir ein ungerades ~o nicht gleichzeiHg 
~'(o) --- %" (o) . . . . .  ~-1)  (o)= o, 
~o'(O) = ~o"(o) . . . .  = ~ ' ) (o )  =o,  
~,)(o) =d ~*)(o) <> o 
sein kan~ wegon der unter der hn~hrno n ~ v ~---v herrschenden Sym- 
metrie tier Gleichungen (47)--(50) in Bezug auf die fL und 
eine Diff erentialgleichung yon gerader Ordnung 
(~_~)~+,o $ V(~) + (x_ ~)~-,+~, $, v(.-~) +. . .  + (x_~),+,._, $~-~v' 
+ $..v = O. 
in wdcher #1, #l, . 9 9 #~-x ~ $*o wnd ~o eine ungerade Zald ist, hie mit emer 
n ~o~ Ordnung al~e Integrale der gleichar~gen Differentialgleichu~ der-ff 
laavren gemem ha, ben kann. 
Um nun die Anwendung dieser beiden S~itze auf die Reduetibili~gts- 
untersuchung einer linearen Differentialgleichung zu zeigen, werde die 
Differentialgleichung 
(52) (x-- ~)~ ~oV (~) + (x-- ~)~-'+~ ~ v (~-' +... + (~-- ~)~+"~-~ $ _~ v" 
+~.y=o 
vorgeleg~, in welcher #1, #~, . . .  #~---1 ~ 4 iS~, und zun~ehs~ bemerl~, dass 
wegen der Symmetrie der Gleichunge~ (47), (48) , . . .  in Bezug auf cllo 
und ~,  wenn n- -v  und v verCausct/~ werden, nut die FKllo n- -v>v 
und n -  v ~--v also n ~ 2v zu untersuchen sind, und somit nach dem 
vorher ausgesproehenen Satze nut die hnnahme 2v < n < 4v zu beriick- 
siehHgen is~, wenn die bezeiehnete DifferenHalgleichung reductibel sein soil 
Sei 
I. n ~ 4v, 
so folg~ aus dem in u identisehen Versehwinden yon (47), wenn in den 
folgenden Gleichungen der Ktirze halber die numerischen Coefficienf~ 
for~gelassen werden, 
~4 LEo KOF~IGSBBaGZR. 
~,'(o) ----- o, ~ ' (o )  ---- o , . . .  m;,_~ (o) = o, ~o'(O) + m~',(o) --- o , . . . ,  
auo (48) 
m;'(o), . . ,  m:_1(o) = o, ~o"(o) + ~o'(O)m;,(o) + m:'(o) = o , . . .  
wonach wiederum die Gleichung (49) Beding~lngsgleichungon yon tier Form 
~o'(0) m;'(0) + ~"(0)  ----- 0 , . . .  
orgiobt, welche die MGglichkei~ zulassen, dass der Ausdruck (51) in Bezug 
auf x vom n ~~ Grade ist; 
II. 3v~n<4v,  
d~,n ergiQbt (47) und (48) die Bedingungon 
rod'(o) = o , . . .  mg'_~_~(o) = o, ~'(o)  4- mi__,(o) = o , . . .  
mo"(o) o , . . .  m~_8,_I(o) o, ~o(O)mn_, , ( ( )  + m;'__,~(o) o, 
wi~hrend (49) s  O, also 
~(o)  = o, m;_,,(o) == o, ~'__., = o 
liefort, tma s~nttt i da r dor (]rad yon (51) in Bezug auf x niedriger 
~ird als der ~,  dieser Fall fltr die M6glichkoit'dor Reductibilit~t aus- 
g~chlossen. 
III. 2v<n<3v,  
~ann liofer~ z,m~hst (47) die Bedingungen 
md(o) : 0 , . . .  ~'-~,_, (0) = O, ~(0)  + m;_,,(O) = O; 
aus (48) folg~ dann, je nachdem 3v-  n gerade odor ungerade ist, 
~'(o) =. o, mg_,,(o) = o , . . .  ~;,_ ,  i (o ) :  o, m;_~ i(o) = o, 
~' ,_ , (o ) .  m;_,(o) + mo"(o) = o , . . .  
T 
odor 
~4(o) -= o,.m;__,,(o) = o , . . .  ~;,-~+1 ~(o) : o, ~_ ,+,  1(o) = o, 
2 
und in-boiden ]~gllon aus (49) ~o" (0) :  0, was wiederum die Unm~g- 
; 72 , ;  - . :  . . . .  
.liettkeit der.Zer~gung kenn~eiclmet. 
Encllieh-liof~ die A'O-ahrne 
IV. n=.2v  
mmh (47) die Dedingungsgleichungon 
~*(0)  .+~m;(O) = O, ~ ' (0 )  + rat'(o) = o , . . .  
und somit naoh (48) 
~'(o )  = o, m~' (o)= o , . . .  ~'_,_~(o) = o, m~_~(o)  = o 
odor 
~ I (o) : o, m;+~_~(o) = o, 
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je naehdem v gerade oder ungerade ist, und daaach wi~re die Erffillung 
der Bedingungen fiir das Verschwinden .des Ausdruckes (49) m~iglich, 
olme dass der Grad yon (51) fllr /~o ~--4 in Bezug auf ~ unter n zu 
sinken braucht. 
Es ergiebt sich somit nach der obigen Bemerhmg, (lass die flir v 
gefundenen Werthe auch ffir n -  v gelten, der Satz, 
dass die 1)ifferentialg~eichung 
+ ~.y --- o, 
in wdcher ~,, ~,, . . . ~,_, > 4 is~, fiir ungerade n stets iz,,reductuSel ist; wenn 
die Ordnu~ der Differentialgleichung jedoch dine gerade, so kann sie, wenn 
n_~ 0 ,nod. 4, nut mit ether gi~ichartigen Differentialgleichung yon der 
Ordnwag i 2n4 oder ~ , ist jedoch n nur durch 2 und nieht d~ch 4 theilbar, 
n nur mit ether Differentialgleichu~g yon der Ordnung -~ alle Integrale der 
letzteren gemein haben. 
]st nun ~o-----5 und ~x, ~s, . . .  ~,-1 >_ 5, so sind nur die F~lle 
n-~-5v ,  4v<~=n<5v, 3v~n<4v,  2v~n<3v 
zu untersuchen, und es ergieb% sich der Sa~z, 
.dass die, Differentialgleichung 
~(~-,0 "+~ io ~(')+ (~--~)"-'+~'  v ('--~) § ~- (x--~)'+~.-x $~=, ~' 
+~,y .=o,  
in wdcher ~,, ~,, . . . ~,~_.~ >= 5 sind, stets irreductibd ist, wenn n eine daxch 
5 nicht theilbaze Zahl ist; wenn die Ordnungszah~ ]edoch ein Vidfaches 
van 5, so kann die Differentialgleichung ut," mit einer gleichm't4gen yon der 
n ~ n ~ n ~_9.n,,~ Ordnung alle Integral4 der letzteren gemein haben. 
5 ~ 5 ~ 5 ~ 5 
Aehnliche Siitze gelten ftir jeden'Werth yon ~o. 
Lassen wir die oben gemachte Annahme fallen, dass in der Gleiehung 
(35), auf welche Form die vorgeleg~e Differentialgleiehung stets reduch4 
werden konnte~ die Griissen #o, ~I~... ~--~ siimmtlich yon Null verschieden 
sind, und nehmen an dass z. B. ~- i  ----- 0 ist, also die Differentialgleichung 
die Form hat 
(53) (x - -  ~)~+"'~oV (~)+ (~-- ~)~--~+'~ % r +"" + (x-- ~)~+~.-*~._, y" 
+ (x--~)~_,y' +$~y = o, 
so wird die Gleiehung (32) in 
7(} Lzo Ko~mos~,zao~a. 
~.$~(o)  + $,(o) = [~(~--~)...(~--~+,)no(o)+~(~--!).. 
. .(~--~+ ~)ch (o) +...  +~c~,-~(o) + ~(o)3 
X [x(g--1). . . (u--n 2vv~ t-1) ~o(0)-[- ~t(x--1) "" 
9 .(~--~ +~+2) ~, (o) +.-- + ~ ~- , -~  (o) + ~_~ (o) 1 
itbergehen, woraus sieh wiederum 
~(o)- -  c~(o) . . . . .  ~_~(o) = o, 
$.(0) -- ~(0)~__,(0), 
und somi~ aus (28) 
~_1 (o) --- ~ ,  Co) ~-~-~ (o) 
- -  ~,(o) 
ergiebt, oder die entsprechenden dutch Vertauschung der ~ und ~. In 
diesem Falle nimmt der Coefficient yon (x - -a )  auf der rechten Sei~e der 
Gl,eich-,~g (31) nach (28) die Form an 
.04)  . (o ,~ i) ~__~,  (o> +~. . , (o>)  C,, (,, - i) . . . (,, - -  ,, + i>~o' (o>+ ... 
+ ~ ~;_~ (o> + ~; <o)) 
-4-. El, (0)(g<x--I)..- (~--n q- v q- 1) ~' (0) q-... q- g ~R~__~_~ (0> -4- ~L ,  <0>), 
und tritt ,somi~ an die S~elle yon (37), dot entsprechende Ausdruck an 
die Stelle yen (38) u. s. w., und iihnllche Betrachtungen wie die oben 
angestellten werden wieder zu ~hnlichen aUgemeinen S~tzen fiber die 
Irreduefibilit~t linearer Differen~ialgleiehungen und fiber die Form der 
Zerlegung reduc~ibler Differentialgleiehungen fflhren. 
So ergiebt sieh~ wenn wieder ~o, ~1,. . .  g~-~ yon Null versehiedene 
gauze positive Zahlen sind und die erste dieser GrSssen~ welehe den 
W:~rth 1 hat~ go iet, da auf der lln~en Seite tier .Gleichung (31) dVr 
Cr ~o n (x- -a) ,  weil ~o(0) yon Null verschleden ist, jedenfalls 
ehle'ga~z'e'~Funetion n ~'~ Grades yon ~r ist, und  da derselbe mit (54) 
identis,ch also 
~ l ~ n  oder n~v+l~-n  
se':m muBsf der ~SaO.: 
(~_~).+~$or + (~_~) . - i+ , ,~r  + (x_~)~+~.._~$~_~ ,, 
+ (~- . )$ . _ , r  + $.u :ffi o, 
wdah~ g~ ,~, ~ . .  i~..~ vo~ Nug vers~ positive gamze Zalden be- 
d~uten~ we~m diesdbe reducfiT~d, ist, ~ mit e~.  gl~icha~gen Differential- 
gleickung 1 *~" oder n z--.-1 ~ ~Ordmeag alle Integrale dz,r letzteren gemein 
haben hm~, 
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und genau entsprechend ie Reihe analoger S~tze fflr den Fall, dass 
~o ~ 2 u. s. w. oder dass erst ein sp~teres/~ die Wer~he 1, 2,... annimmt;, 
und dass endllch mehr als zwei der 9-GrSssen den Werth Null haben. 
Es mag endlich noch die Verallgemeinerang des oben fitr die lineare 
Differentialgleichung (39) ausgesproehenen Satzes hervorgehoben werden, 
wonach 
die l/inea/re Diff erentialgleichung 
(~--~)~+'~or ~) + (~--,)~(~-~-', ~r + (x--,,)~(.-'~-',~r +. . .  
+ (x--~) ~+'--, ~._,~' + $.~ --- o, 
in wdcher ~,, v , , . . ,  v,-1 ~ 1 vmd 0 ebze beliebige positive ganze Zald 
bedeutet, irredluctibel ist, 
welche Gleichung, wean 
qn-Jr 1 -~- n-J~-~o , 0(n--1)-~-~l -~-n - - l~-~l , . . .Q3v~, , . .4~ 1 Jvl~,_l 
oder 
~o = n(o - -1 )  -~- 1, h = (n - - l )  (0 - -1 )  -~- v , ,  . . .  /~-- i  = @ - -  1 -~- ~._~ 
gesetz~ wird, in die Form gebracht women kann 
(x--~) "+"o $or + (x- -~) "-~+., ~ , r  ... + (x- -~) '+".-1 ~,_,y'  
+ $,~ ---- o, 
in welcher #x ----- (n--u) (o - - l )  + v,, I, o ~ 1, ~1, v2, . . .  ~,-~ ~ 1 Jut i es 
mSge bier geniigen, die Beweisarr an dem spedellon Falle n -~ 2, ~ --~ 3, 
% .~i . ,  also l% ~ 5, /~1 ----- 3 auseinande~usotzon undsomi~ die Irroducti- 
bilRi~ der Differen~ialgleiehnng 
0~) (~--)'$0~" + (~--~)'~,~' + ~,~ -- o 
nachzuweisen. Da niimlich flit don Fall der Reduc~ibilRii~ in der Glei- 
chang (31) ~ ~ 1 ist und die linke SeRe der Gleichung (31) dio Form 
annimmt 
(~6) ~(~--1) (x--~)~ ~o(X--~) + ~(x--~),  ~ , (~- -~)  + $ , (x - - . ) ,  
so wird sich zun~chs~ wieder dutch Vergleiehung der Coefficienten yon 
(x- -a)  ~ auf beiden SeRen der (;tleichang (31) 
~,(o) - -  ~,(o)  9 ~,(o), ao(O) = o, ~o(o) ~- o 
ergeben. Da aber in (56) der Coefficien~ yon (x - -a)  yon ~ frei ist, so 
werden sieh aus (37) die Bedingungen ergeben 
~ (0) ~o' (0) + ~ (0) ~o'(O) ---- O, 
(5~) N (o) ~1'(o) + ~ (o) ~ ' (o )  = ~,'  (o), 
und da auch tier Coefiicien~ yon (x~a)  ~ yon u unabh~ugig s~, so wird 
~ach (38) ~o'(0) 9 %'(0) = 0 ~so n~r (5~) ~o'(0) ---- 0, ~o'(0) = 0 und 
die weReren Bedingangen 
~ LEO KOENIG8BER@ER. 
(5s5 % (o5 no"(o) + n,(o) ~o"(o) - o, 
~(o) ~"(o) + 2~1"(o) ~/(o) + ~(o) ~1" = W'(o) 
zu erfllllen sein, und es wiirde zuni~chst der Forderung geniig~ werden 
kSnnen, dass der Coefficient (44) yon (x - -a )  8 in x linear ist, wie es der 
Ausdruck (56) verlaugt. Da aber nun das Glied mi~ (x - -a )  4 in (565, 
also auch der Ausdruck (50) 
(~0"r ~"'r + (~o"'(o>, ~"'(o)) (~o'(O), ~,'(o>) 
+ (~o"(o), ~"<o))(~o"(o), ~;'(o)) + (~o'(O~, '(o>) (~o"(o>, ~,"'(o)) 
+ (~o"" ~o~, ~"'(o)) 
linear in u sein muss, so folg~ 
c4'(o) %"(0) --- o od~ ~h (585 ~o"(0) ---- 0, ~o"(0) = 0, 
~md es wiirde somi~ der Coefficien~ (51) der Potenz (x - -a )  5 auf der 
rechten Seite der Gleiehung (31) wegen 
~'(0) '  = ~"(0)  ------ ~ ; (0 )  ---- ~" (0)  = 0 
in Bezug auf x veto ersten Grade sein, was der Form yon (56) wider- 
sprieht, es ist somit (57) irreductibel. 
Dutch Substitution anderer Fun&ionalausdritcke als y ~ (x--a)  * in 
die identisch zu befriedigsnde Gleichung (97) k0nnen andere Reihen 
irreductibler Differentialgleichungen rmi~elt werden, und es mag bier 
nur noch einer allgemeinen Zerleg,mgsform Erwghnung geschehen, die 
sich aus der fflr sine reduetible Differentialgleichung ot~wendig identisch 
zu befriedigenden Oleichung (27), in welsher, wie nachgewiesen women, 
6 ~ 0 ist, dutch Substitution yon 
~bt ,  worin ~;eine willk~rliche GrSsse bedeutet. S&zt man 
(~--~)'~o(~--~)x" + (~--a) ~-~ ~(x - -a )  ~-~ + --. + ~(x - -a )  
~a = s'(,,, x - - , )  
(~-  ~)~ ~(~.~)~.--  + (~-  ~)~-~-~ ~ (~-.)~--.-1 +... + ~_~(x-  ~) 
----- 2(~, x--.), 
worin S sine gaaze Function #*~, T sine solche n - -  v ton Grades in ~ ist, 
so ergiebt sich aus (27) 
(ss) (x--~)~'~'~o~ + (~-~)'-~+~'% x~-~ +.. .  + (~--~)'+,~-~._,~, 
= S. T + ~ . . + . . . -~ - ; ; -~  . 
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als eine f~ir den Fall der Reductibili~ii~ der vorgeleg~en li earen Differen- 
tialgleiehung in x und x no~hwendig dentisch zu erfflllende Gleichung. 
Is~ aber umgekehrt die Zerlegungsform (58) des in ~ ganzen Polynoms 
n te~ Grades identisch erfiill~, so kann diese in die Form gesetzt werden 
(59) (x--a)~+~'~ - (x--a)"-l+~ ~31~ "-' -]-... + (x--a)l+~"-l~,_l~-Jr-(x--a)~ %, 
__(x_a)~ ~RoFs~ .+( . _ , , )  ~ ~s ~.  ~ ~,s ~._,  o~'~ - -  +(,--,~)  -~ ~, +- - .+~J  
+ (~-- a ) , - , -~  [s~-~-~ + ( , - -~- -  z)l ~as ._~_, ~-' ( , _  ~_  1) ~,s~_~_~ 
+- . .  + ~-~'s  7
a ms- ~-lJ 
7~ , o . . . . . . . .  o . . . , , . . . . o o o 9 , o , . 
+ + s 
oder dutch Multiplication dieser Gleichung mit 
Yl = ex(z-") 
in die Form 
(59) (x-- a) "+~" ~o yi~) + (~-a) "-~+"~ $~ y7 -~) +...  + (~-a) ~+~.-~ $._,y; + (x-~) ~- ~.y~ 
d~l--y n--~, ~' 0') ,v--1 (,v-- l)  ---(x--a) ~od-7;:.L(X--a)~m +(x--~) ~y~ +" '+~.~d 
Lx--~) ~ ~ [ (x -a) '~g)+ (~--a) '-1~1~(~') + + a,m] 
Jr-- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
+ ~ ,[(x--a)'~oy? ) + (x--a) "-~ ~ (,,) 
wOrin ~ eine wi~]~ir[iChe ~r~sse bedell~e~, ~}~o Yl llnen(~i6h viele rol l  
einander unabh~ngige Func~ionen darstell~. Daraus fol~ aber~ dabs die 
Gleichung (59) eine in y~ iden~isehe sein muss, und dais somit 
die f Wr die l~ed~ctibilittit d~ Differentialgleiciw~g 
(X - -~)n '~ 'MO~oy( ' )  + (x - -a )  n - ' l+ / 'q  ~ l~(~z ' - l )+  '~ + (X - - " )  1+' 'n - I "  ~n- - l~  
nothwendige wad hinreichende Bedingung d/urch die in der beliebigen GrUsse 
x algebra/ische Zerlegu~agsform 
(X--O~)'TL'~UO ~0 ~n "t -  (~--O~)n-- l '~- 'u '  ~1 ~n--1 " J I -"""  "~ (x - -a )  l'~-'un'-I ~[~n--1 ~
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gegeben /st, wenn 
S---- (~--~)'~o~" + (~- -~) ' - - '~-~ +. - .  + ~,, 
/-st, und 
(x--~)'ao~(,) + (x--,~),-~a~y(,-,) + . - .  + a ,y  --- o 
die Differentialgleickang darstellt, die ihre sSzamtlichen Integrale mit der 
gegebenen gemeinsam hat. 
Heidelberg, den 9. Juli 1899. 
